PHYSIQUE B - X/ENS - 2026

De la topologie dans les ondes : de la matiere condensée a El Nino

Partie I - Chailnes masse-ressort

1. Chaine monoatomique
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1. On cherche a déterminer ’équation du mouvement pour la n-ieme masse. On va dans un premier temps
faire le bilan des forces exercées sur la masse numéroté n, on a,

F“nfl—)n = B(unfl - un)gx et ﬁn+1~>n = B(un+1 - un)gm

En appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique a la masse n projeté sur 'axe Ox on obtient
I’équation du mouvement cherchée,

‘mun = 5(Un+1 + Up—1 — 2un)

2. On cherche maintenant a résoudre cette équation, on suit I'indication de 1’énoncé de passer en notations
complexes u, = %ez(k"“_“’t). On obtient donc en réécrivant les termes de I’équation,

eizka - 2

Unt1 = Un Up = —W Up
Ainsi I’équation du mouvement devient,
. . 2
—mw? = (e”m e tha 2) — W= _ (coska — 1)
m

En posant 20 = ka et en s’aidant de la formule trigonométrique rappelé par ’énoncé on obtient,

Ww? = % sin® <ka>
m 2

Ainsi la relation de dispersion s’écrit,

3. On étudie maintenant la périodicité de la relation de dispersion obtenue a la question précédente, afin de
déterminer 'intervalle correspondant a la premiere zone de Brillouin. On remarque que,

‘in M — in @_‘_ __«in kj
S B =S B ™) = S B



Comme la relation de dispersion fait intervenir la valeur absolue du sinus, on a,

w(k + 2;) = w(k)

Ainsi, w(k) est une fonction paire et périodique de période 27 /a. On choisit donc U'intervalle de longueur
27 /a centré sur l'origine comme premiere zone de Brillouin. On obtient donc,
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4. Faisons la représentation de la relation de dispersion dans la premiere zone de Brillouin,
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5. Etudions la pente en k = 0 dans la premiere zone de Brillouin, c’est-a-dire la vitesse de groupe dans la
limite des grandes longueurs d’onde. Elle est définie par,

dw
dk

Ug:

Lorsque k — 0, on a sin(ka/2) ~ ka/2, ce qui donne,

w(k)Nz\f [kla \fzq

La relation de dispersion étant paire, on peut restreindre I’étude a k& > 0 dans la premiere zone de
Brillouin. On obtient alors, au voisinage de k = 0,

w(k)~a\/Zk — Ug(0+):a\/z

Cette pente correspond & la vitesse de propagation des ondes de grande longueur d’onde (A > a). Dans ce
régime, les variations de déplacement entre masses voisines sont faibles devant la distance interatomique,
si bien que le milieu discret apparait comme continu. La chaine se comporte alors comme un milieu
élastique homogene, et la vitesse obtenue s’identifie a la vitesse du son dans ce matériau équivalent.
Cette grandeur correspond & la vitesse de groupe vy, c’est-a-dire la vitesse de propagation de ’énergie et
de l'information transportées par un paquet d’ondes.



6.

7.1

7.2.

Déterminons la vitesse de groupe pour k = &+ 7/a. Comme la relation de dispersion est paire, on peut se
restreindre a k > 0. La vitesse de groupe est donnée par,

Lo, [ a (ke [F (ke
vg(k:)—dk—Q - 2c05<2)—a mcos(2>

; T
En évaluant en k = —,
a

. . . . re 7T
Par symétrie de la relation de dispersion, on a également v, (_7) =0.
: a

Une vitesse de groupe nulle signifie que 1’énergie ne se propage pas. L’onde correspondante est une
onde stationnaire car les masses voisines oscillent en opposition de phase. Il s’agit de la fréquence max-
imale du systéme, wmax = 24/5/m. Ainsi, aux bords de la premiére zone de Brillouin, les ondes ne se
propagent pas et restent confinées autour de leur source.

On cherche une solution sous la forme d’une onde plane, u,, = %ei(k"“_“t). On a d’apres la relation de
dispersion établie a la question 2, pour un nombre d’onde réel k,

. (ka)‘
sin | —
2
VEER, 0<w(k) <2y
m

Et la pulsation imposée par la source est w = ay/3/m avec a > 2, on a donc,

w>2\/ﬁ
m

Aucun nombre d’onde réel k ne peut satisfaire la relation de dispersion. Par conséquent, pour que la
forme exponentielle reste formellement solution de I’équation du mouvement, on est conduit a introduire
un nombre d’onde complexe,

w(k)=2 %

Or cette fonction est bornée,

E:k/+ik// (k”?é())

. ’ 1"
L’onde s’écrit alors u,, = U, Oel(k na=wt) o=k"na 414 duisant une amplitude exponentiellement décroissante
(ou croissante) avec n, caractéristique d’un régime évanescent.

On a w = ay/fB/m avec a > 2. En remplagant dans la relation de dispersion établie a la question 2
(valable méme pour k complexe), on obtient,

Posons k = k' +ik"” avec k" # 0 et écrivons,

. (ka (kKa K'a . (Ka k"a . k'a k"a
sinf =— | =sin| — +1 =sin| — | ch +icos| — | sh
2 2 2 2 2 2 2

X Y

Alors,



7.3.

Pour que cette quantité soit réelle, il faut que sa partie imaginaire soit nulle et sa partie réelle strictement
positive. On doit donc avoir

XY =0 e X*-Y?>0
Distinguons deux cas :
e Si X =0, alors sin® = —Y?2 < 0, ce qui est incompatible avec sin® = a?/4 > 0
e Donc nécessairement Y = 0.

Ainsi Y = 0, ce qui implique,
cos(k'a/2) sh(k"a/2) =0

Comme k" # 0, on a sh(k”a/2) # 0, d’ot,

K om + 1
cos(ha/2) =0 — =L=Zimr (mez) — g = ZmAr
a

Dans la premiere zone de Brillouin [—7/a, 7/a], les seules valeurs possibles sont k' = m/a (pour m = 0)
et ¥ = —m/a (pour m = —1). Par convention (onde se propageant vers les > 0), on retient ¥’ = 7/a.
Ainsi,

oy
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D’apres la question 7.2, dans la premiere zone de Brillouin, la partie réelle du nombre d’onde complexe
k =k +ik” est nécessairement,

K =+Z

a

En substituant dans la relation de dispersion, sachant que sin(ka/2) est réel, que cos(k’a/2) = 0 et que

|sin(k'a/2)| = 1, on obtient,
k K
Sin(S)‘ :Ch( 2a) =3

La fonction ch est paire et strictement croissante sur R ; Péquation ch(k”a/2) = a/2 (avec a/2 > 1)
admet exactement deux solutions opposées,

2
k' = +k, Kk =— arcosh<g> >0
a 2

Ainsi, le nombre d’onde complexe k peut a priori prendre quatre formes,

E:E:I:m ou E:—Zim
a a

Cependant, la solution physique u,, (£) = U, e/* =<1 ¢=k"ne qoit rester bornée lorsque |n| — oo (chaine

z. "
infinie avec une source localisée en n = 0). Etudions le comportement de I'amplitude e~kina

e Pour n > 0, la non-divergence quand n — +o0o impose e~ Kna _y 0, soit k" > 0.

1" 1"
e Pour n < 0, écrivons n = —|n| ; Pamplitude devient e =" (=lnha — k"Inla

tende vers 0 lorsque |n| — oo (n — —o0), il faut k" < 0.

Pour que cette quantité



Par conséquent, on retient deux valeurs distinctes du nombre d’onde, adaptées a chaque demi-droite,

T T
k=+—+4+1ik pourn >0 k=+——ik pourn <0
a a

La solution globale s’écrit alors, a une constante pres,

un(t) =0, (_l)n e*/{\n|a€7iwt

7.4. Tragons maintenant le graphe de la solution correspondant & une suite discrete alternée (—1)", dont
I'amplitude est donnée par I'enveloppe exponentielle e~ *I"!.

7.5. La solution précédemment obtenue correspond a une onde évanescente : son amplitude décroit exponen-
tiellement avec la distance a la source, comme le montre le graphe précédent. Elle reste donc localisée
au voisinage de la source. De plus, il n’y a pas de propagation d’énergie dans la chaine d’atomes. Cette
situation se produit lorsque la pulsation imposée est en dehors de la bande des fréquences propres du

systeme. Autrement dit lorsque,
w > 24/ ﬁ
m
A I’inverse, lorsque w appartient a I'intervalle
0<w< 2y ﬁ
m

les solutions correspondent & des ondes propagatives : I’énergie peut alors se transmettre le long de la
chaine.



2. Chaine dimérisée : le modele SSH mécanique

B B2 B1 B2
AW-EEPWA LA -
T T T
I I I
I I I
‘ W2n g ‘
I I I
I . I I T
T2n—1,eq T2n,eq T2on+1,eq

8. On cherche a déterminer I’équation du mouvement pour la 2n-ieme masse. On va dans un premier temps
faire le bilan des forces exercées sur la masse numéroté 2n, on a,

Fon_150n = B2(Uzn—1 — U2n)Es et Font1o0n = B1(Uant1 — U2n)éx

En appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique a la masse 2n projeté sur 'axe Ox on obtient
I’équation du mouvement de la masse 2n,

‘milzn = Botlan—1 + fruant1 — Uzn(B1 + F2) ‘

En procédant de maniere équivalente, on I’équation du mouvement de la masse 2n + 1,

’mﬁ2n+1 = Brugn + Pauznt2 — Uznt1 (61 + B2) ‘

9. On cherche des solutions adaptées a la nouvelle maille du réseau sous la forme,

%(t) _ % i (2kna—wt)
Up41(t) Uy

Il faut donc réécrire les termes décalés, en remarquant que,

m—1= 2(n _ 1) +1 N Usp—1 = @ei(Qk(n—l)a—wt) — ﬂe_gikaei(ana_Wt)

N4+ 2= 2(71 4 1) N Usnio = eri(Qk(n+1)a—wt) _ UO€2ikaei(2kna—wt)

De plus,
iy, = _w2%ez(2kna—wt) ot ﬁ2n+1 — _w2&ez(2kna—wt)

En remplagant dans les équations du mouvement obtenues a la question précédente et en simplifiant

par le facteur commun e*(?¥7¢=“%) on obtient

_WWQQ = ﬁ2ﬂ€_zika + 81U — (B1 + B2)Uo

—mwzﬂ = B1Up + 52@62%& — (B + B2)Ur

En réorganisant ces deux équations on obtient,

w2% = (w1 + w2)Ug — (w1 + wge*%ka) Uy

w?Up = — (w1 + wee?™ Uy + (w1 + w2)Uy



On peut donc écrire le systeme sous la forme matricielle,

2 2 2 2 —2ika
2 (Uo) _ bo _ Wit Wy — (Wi +wpe™)
w <U1> = D(k) (U1> avec D(k) = (_ ( ) %}w)

2 2 2
wi + wse wi +w;

. On cherche a déterminer la relation de dispersion en cherchant les solutions non nulles du probleme aux

valeurs propres,
2 (Uo) _ Yo
w <U1 = D(k) U,

2 sont les racines du polynéme caractéristique,

Les valeurs propres w

2 2 2 2 2 _2ika
w] +w; —w —(wy +wje
X(@?) = det(D(k) —w?L) =| ') <21 2 ) =0
—(w} + w3e®™*) Wi +w; —w

Soit en développant,
(w% + w2 — w2)2 — w4 w4 WPw? (62““ + eiQika) =0
En utilisant e**® 4 ¢=2%% = 9 cos(2ka) on obtient,
(w? + w3 — w2)2 = Wi + wj + 2wiw? cos(2ka)

Puis en prenant la racine carrée des deux cotés et en isolant w?, on obtient bien la relation de dispersion
attendu par ’énoncé,

wr=w?+uwit \/cu‘l1 + wi + 2wiw3 cos(2ka)

. On considere la relation de dispersion obtenue précédemment,

wr=w +uwit \/w‘f + wj + 2wiw? cos(2ka)

On remarque que cette expression est symétrique en w; et we. En effet, échanger w; et ws ne modifie
ni le terme w? + w3, ni le terme sous la racine. Les deux situations conduisent ainsi aux mémes bandes
de dispersion. En revanche, elles correspondent a deux configurations physiques différentes, obtenues en
échangeant les roles des ressorts (1 et 2. Il s’agit donc de deux dimérisations opposées du réseau.

. On étudie la périodicité de la nouvelle relation de dispersion obtenue, afin de déterminer la premiére zone
de Brillouin dans le cas d’une chaine dimérisée. On remarque que,

cos (2 (k + g) a) = cos(2ka + 27) = cos(2ka)

On a donc,

w? (k + g) = w?(k)

Ainsi, w?(k) est une fonction périodique de période m/a. On choisit donc lintervalle de longueur 7/a
centré sur l'origine comme premieére zone de Brillouin,

<k<
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13.1.

13.2.

13.3

La zone de Brillouin pour la chaine dimérisée est deux fois plus petite que celle de la chaine monoatomique,
ce qui est du au doublement de la maille élémentaire.

En prenant k = 0, on a cos(2ka) = 1. La relation de dispersion devient donc,

w?(0) :wf—i—w%:l:\/w‘ll—&—w%—i-waw% =w? +wi £ (Wi +w?)

On obtient ainsi les deux solutions,

wo(0)=0 et  wyp(0)=/2(w?+wd)

Aux bords de la premiere zone de Brillouin on a,

k= :N:QE —  cos(2ka) = cos(xm) = —1
a

La relation de dispersion devient alors,

7r
w? (:|:2—> :wf—kw%:l:\/wil+w§—2w%w§:wf+w§:|: wi — w3
a

On obtient donc les deux pulsations en bord de zone,

w? (i%) = 2min(w},w3) et wi (i;—a

) = 2max(wi, w3)

On cherche le développement limité de w? au voisinage de k = 0 pour la branche basse de la relation de
dispersion,

wr=w?+wit \/o.)‘l1 + wi + 2wiw3 cos(2ka)
Au voisinage de k = 0, le développement du cosinus donne,
cos(2ka) = 1 — 2(ka)? + o(k?)
Injectons ceci dans le terme sous la racine,
wi + wy + 2wiw? cos(2ka) = (W? 4 w3)? — dwiwia®k? + o(k?)

On factorise par (w} + w3)? et on développe la racine carrée,

d2wa2k?
%w%w@?(l“l“z” Fo(k) = (@i +wdVI=z  oi

(W} +w3)?

Utilisant v1 —e =1 — % + o(e) on obtient,

2w2w2a2k2 2(JJ2W
2 2 12 2 2 2 1+2 21.2 2
Vo= (Wit wy) (11— 2 +o(k?) ) = wi + w3 — k% + o(k
( 1 2)( ( % %)2 ( )) 1 2 % % ( )



Pour les basses fréquences, soit la solution (—) on a donc,

2wiwi 2w2wi
2 W2 252 2 / 1W2
w2 (k)= ——=a“k” 4+ o(k — w_ (k) ~ k| ] =122
_() (y%_f_w%a O( ) ()k—>0a‘ | w%+w§

w
La vitesse de groupe vy = — (pour k > 0) est donc,

dk
2 2
_ 2wiws
Vg =a 21 2
Wi T W3




