Anneau en rotation

Schéma du systéme mécanique étudié :
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1. Dans le référentiel tournant, on a :

— —

Le vecteur directeur de la tige : €7 = sin(a)é; + cos(a)é;

Le vecteur postion : OP = rey

- Le vecteur vitesse :  ¥(P) g = rer

Le vecteur accélération : d(P) /g, = i'er

On fait le bilan des forces :

- Le poids : P= mg = —mge,

La force d’inertie d’entrainement : F;, = mw?HP = mw?r sin(a)é;.

La force d’inertie de Coriolis :  Fy. = —2md A 0(P) /s = —2mwre, A er = —2mwr sin(a)ég

La réaction du support : R= Ryen + Ryép

Donc, d’apres la premiere loi de Newton

On a alors,
—mge, + mw’re sin(a)é, — 2mwr sin(a)ép + Ryeny + Rpep =0

On fait la projection selon e7 afin d’éliminer les composante inconnues de la réaction,

—mg e, - er + mw’re sin(a) é, - e — 2mwrsin(a)ég-er + R-ep =0
— —— ——
=cos(a) =sin(a) =0 car €y Ler =0 car Rley
Dong, la position d’équilibre est,
g cos(a)
Te = B
w? sin”(«)

C’est une position d’équilibre instable car si le poids est prédominant devant la force d’inertie d’entrainement
I’anneau se déplacera vers O et dans le cas inverse I’anneau se déplacera vers 'extrémité de la tige.



2. D’apres la deuxieme loi de Newton,

ZF;wt:mEL'(P)/R/ <~ ﬁ+ﬁe+ic+ézm5(P)/R/

On fait la projection selon er,

—mgcos(a) + mw?rsin?(a) = mi

On obtient donc I’équation différentielle suivante,

‘7'"' — Q% = —gcos(a) avec Q= wsin(a) ‘

La solution générale est de la forme ,

r(t) = Acosh(Qt) + Bsinh(Qt) + e

On détermine la solution grace aux conditions initiales : r(0) = rq et 7(0) =0

A+r.=rg A=rg—re
On a donc, { BQcosh(Qt) =0 — { B=0

Ainsi on obtient,

‘r(t) = (ro — re) cosh(Qt) + r. avec Q= wsin(a) ‘

Etude du sens du mouvement :

- Sirg > re, on a r(t) > re, ainsi la bille se déplacera vers la droite du point d’équilibre et tendra &
s’échapper de la tige.

- Sirg <re, onar(t) <re, ainsi la bille se déplacera vers la gauche du point d’équilibre et tendra &
aller vers le point O.

3. Schéma des projections :
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On a le vecteur normal & la tige : ex = sin(a)e, — cos(a)é,

Donc si on fait la projection de la deuxieme loi de newton selon le vecteur ey et le vecteur € on obtiendra
les deux composantes de la réaction de la tige sur 'anneau :

selon ey : —mg el - ex +mw?rsin(a) € - ey —2mwrsin(a)éy - el +Ry =0
~—— ——
=sin(a) =—cos(a) =0 car €p L-ex

selon €j : —2mwr sin(a) + Ry =0

—mgsin(a) — mw(rg — 7.)Qch(Qt) cos(a) + Ry =0

—2m02(rg — ) cosh(Qt) + Rg = 0



Ry = mgsin(a) + mw(rg — 7 ) cosh(Qt) cos(a)
On a donc, avec ) = wsin(«)
Ry = 2mQ?(ro — r.) cosh(Qt)

4. Schéma du systeme mécanique étudié :
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e Dans le référentiel tournant, on a :
- vecteur postion : OP = ré,
- vecteur vitesse :  U(P) g/ = ré;
- vecteur accélération : d@(P) g = ié;

On fait le bilan des forces :

Le poids : P= mg = —mge,

Force d’inertie d’entrainement :  Fj. = mw?OP = mw?ré,

- Force d’inertie de Coriolis : F;. = —2m@ A U(P)/R/ = =2mwreé, A €. = —2mwre)

Réaction du support : R= Ryép + R,e,

- Tension du ressort : T = —k(r —ro)é,

Donc, d’apres la premiere loi de Newton,

ZFgmtza — ﬁ+f+ ie+Fic+é:6

On fait la projection selon €;. afin d’éliminer les composante inconnues de la réaction,

—kr
mw?re — k(re —10) =0 <= re(mwQ —k)=—kro <= re = W—Ok

Donc, la position d’équilibre est,

w2 k
Te =T0—5 5 avec wo = —
wg —w m

Sion aw < wyon aura . > 0 ce qui entrainera un équilibre stable, en effet comme la tension du
ressort prédomine sur la force d’inertie de Coriolis les perturbation feront revenir I’anneau vers .
De méme, si on a w > wy on aura r. < 0 ce qui entrainera un équilibre instable.




e D’apres la deuxieme loi de Newton,

> Foy =mi(P)jg <= P+T+ Fo+ Fo+ R=mi(P)r

On fait la projection selon €.,

mw?r — k(r —rg) = m#

On obtient donc I’équation différentielle suivante,

2

; k
P — (Wi —wHr=wiro avec wy=4/—

=

* Si w < wp, équation caractéristique devient,

p+Qp=0 avec Q) = /wi—w?

r(t) = Acos(Qt) + Bsin(Qqt) + re

La solution générale est,

On détermine la solution grace aux conditions initiales : 7(0) =7 et 7(0) =0

A+r,.=r A=rg—re
On & donc, { By cos(1t) =0 — { B=0

Ainsi on obtient,

r(t) = (ro — re) cos(Qt) + 7. avec Q5 = /wd —w?

- Sirg > r. : au départ r(t) > r. I'anneau oscille autour de r. mais revient vers .
- Sirg < re : au départ r(t) < r. 'anneau oscille autour de 7. et revient vers ..

* Si w > wp, 'équation caractéristique devient,

p—QBp=0 avec Qp=/w?—w?

La solution générale est,

r(t) = Acosh(Qst) + Bsinh(Qat) + 7

On détermine la solution grace aux conditions initiales : r(0) = rq et 7(0) =0

A+re=r A=rg—re
On a donc, { BQycosh(Qt) =0 { B=0

Ainsi on obtient,

r(t) = (ro — re) cosh(Qat) + 7. avec Qo =4/w? — w3

- Sirg >re: r(t) > re et croit exponentiellement donc ’anneau s’éloigne vers Uextrémité.
- Sirg <re: r(t) <reet décroit exponentiellement donc ’anneau se rapproche de O.



