Pendule pesant a deux masses

1. On fait un schéma du probléeme physique,

En utilisant le bras de levier d = OH;, ou H; est le projeté orthogonal de O sur la droite d’action de la
force Pp, ainsi que la régle de la main droite on a,

Mo(Py) = —Mbgsin(8)aa

Ainsi en projetant sur l'axe @a, on obtient,

Ma(Py) = —Mbgsin(0)

De méme avec 'autre, ce qui nous permet d’obtenir ces deux moments par rapport a I'axe A,

{MA(E) = —Mbysin(6)
Ma(Py) = magsin(6)

On peut maintenant appliquer le théoréeme du moment cinétique par rapport a 'axe A,

Jal = ZMA(E) = (ma — Mb)gsin(0)

De plus on a,
Ja = Z(mlrf) = ma® + Mb*

%

Donc finalement on obtient 1’équation différentielle vérifiée par 6(t),

0(t)(ma* + Mb*) — (ma — Mb)gsin(0(t)) = 0

2. D’apres la question précédente on a en la multipliant par 0,

06(ma® + Mb?) — (ma — Mb)gsin()f = 0

On peut donc intégrer a une constante pres,

1.
592(ma2 + Mb*) + (ma — Mb)gcos(d) = C*°



Pour déterminer la constante utilisons les conditions initiales, & t = 0 on a 6 = 6,

C" = (ma — Mb)g cos(fp)

Finalement on obtient 'intégrale premiere du mouvement donnée par I’énoncé,

%9'2(171@2 + Mb*) — (Mb — ma)g cos(d) = —(Mb — ma)g cos(6y)

énergie cinétique énergie potentielle énergie potentielle initiale

. On a donc comme expression de I’énergie potentielle,
Ep = —(Mb— ma)gcos(0)
Etudions maintenant les postions d’équilibre,

dEp

0:
20 =0 — (Mb—ma)gsin(f)=0 — { 0

0 (mod 27)

Etudions maintenant la stabilité de ces positions d’équilibre,

2
d dgp = (Mb — ma)g cos(6)

Evaluons maintenant en 6 = 0,

d’E
2E si Mb > ma: d92p > 0 = équilibre stable
p — —
|, (Mb—ma)g — 2E
si Mb < ma: d92p < 0 = équilibre instable
Evaluons maintenant en 6 = ,
. d*E, PR
P2E si Mb>ma: 102 < 0 = équilibre instable
a =—(Mb—- —
ap |, = ~(Mb—may &E
si Mb < ma: d02p > 0 = équilibre stable
Voici I'allure des deux profils d’énergie potentielle possibles,
Ey Ey

7

Le systeme se comporte comme un oscillateur harmonique autour de la position § = 0 lorsque Mb > ma.



4. Reprenons I’équation différentielle vérifiée par 0(t) en considérant des petites oscillations, soit sin(f) ~ 6,

O(Mb* + ma®) + (Mb —ma)gh = 0

Arrangeons 1’équation et mettons la sous forme canonique,

(Mb — ma)g

Mb? + ma?

.. Mb— ma .. 9
i (s )0 =0 = Gud0=0 avec wn—

Or on sait que,
2m (Mb—ma)g

Yo =T TN + ma?
Ainsi on a,
Mb2 2
T — o, | M=+ ma”
(Mb—ma)g

Maintenant résolvons 1’équation différentielle du second ordre avec des solutions de la forme,

0(t) = Acos(wot) + B sin(wpt) avec A et B des constantes

De plus en dérivant on a, .
0(t) = —Awo sin(wot) + Bwo cos(wot)

Utilisons les conditions initiales pour déterminer les constantes A et B,
9 = = =
'(t 0) =6 N A=46
6t=0)=0 Bwy=0 — B=0

‘G(t) = 0 cos(wyt) ‘

Finalement on obtient,

5. On doit ajouter le couple de force a 1’équation, par ailleurs on est toujours dans le cas des petites
oscillations, on a donc, B )
(Mb? +ma®)0 + (Mb — ma)gd + hé = 0

Finalement on obtient sous forme canonique,

é+2A9+w§9:0 aveC A= ————— et wp=

En passant par I’équation caractéristique, on obtient le discriminant réduit que ’on étudiera,

P2 tw =0 — 6=\ —w]

On sait qu’on a un régime pseudo-périodique lorsque,

60<0 — A<uwo

Ainsi on obtient la condition sur h pour avoir un régime pseudo-périodique,

h < 2y/(Mb — ma)(Mb? + ma2)g




6. D’apres ’étude précédente on a pour les racines,

r=—-Ati\/wi— N\

Ainsi la solution 0(t) sera de la forme,

0(t) = e (A cos(Qt) + Bsin(Qt))

avec = 4/wi—\?

De plus en dérivant on a,

o(t)

Les conditions initiales nous donnes,

—Xe M(Acos(Qt) + Bsin(Qt)) + e~ (—AQsin(Qt) + BQ cos(Qt))

0(t =0) =6, A =10 ,
6(t=0)=0 “M+BQ=0 — B:)\ﬁo
Finalement on obtient,
() = Bpe= |cos(Qt) + A sin(Qt) avec A= ___h et Q= wd— )2
Q 2(Mb?% 4+ ma?)
Tragons maintenant lallure de 6(t),
o(t
170
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