Ecoulement de Poiseuille plan

1. On suppose initialement que le champ de vitesse et de pression s’écrivent sous la forme,

6(M7t) = Um($,y72,t) €x et P(M,t) = P(x,y,z,t)

Le régime étant permanent, le champ de vitesse et de pression sont indépendant du temps, ce qui conduit

a7
17(M) = v:c(Ly’Z) €x et P(M) = P(:z:,y,z)

Par ailleurs, les plans étant supposés infinis suivant la direction Oy, le systéme est invariant par translation
selon cette direction. Le champ de vitesse et de pression est donc indépendant de la variable y, d’ou,

(M) = v, (, 2) €, et P(M) = P(z,z2)

Enfin, le fluide étant incompressible, le champ de vitesse vérifie la condition de conservation de la masse,

V-5=0

Comme ¥ ne possede qu’'une composante selon €, on obtient
T )

Oy % Ov,  Ov,
ox dy 0z  Ox

Ainsi, la composante v, ne dépend pas de la variable x, et le champ de vitesse s’écrit finalement,

[7M) = va(2)

Ecrivons maintenant I’équation de Navier—Stokes et adaptons-la a I’écoulement étudié,

o . .
p (a? + (7 v>a> = —VP + pf + nAT

Le régime étant permanent, le terme 09/0¢ est nul. De plus, la pesanteur est négligée devant les autres
effets. L’équation se réduit alors a,

Il

V)0 = —VP + AT

<

p(

Etudions & présent le terme convectif. En utilisant ’expression du champ de vitesse, on obtient,

(7 V)T = va(2) % (va(2) &)

Comme v, ne dépend pas de la variable z, ce terme est nul,

(#-V)5=0

Enfin, calculons le terme diffusif. Le laplacien vectoriel s’écrit composante par composante. Comme le
champ de vitesse ne possede qu’'une composante selon €, et que celle-ci ne dépend que de z, on a,

o 82Um o
AV = 5.2 o
Finalement on obtient,
- dPuy
VP = 72 o




2. La projection de I’équation précédente selon z donne :

oP

= -0
0z

Nous pouvons donc dire que le champ de pression ne dépend pas de z, de ce fait on a,

P(M) = P(z)

L’équation précédente peut donc s’écrire sous la forme suivante projeté selon I’axe Oz,

E_ d?v,
de " dz?

Comme les deux membres de cette équations sont des fonctions de variables indépendantes, nous en
déduisons,

apP v, _

dr  Tdz2

On integre alors ’équation différentielle par rapport a la variable z,

d2v, K
dz2  p
Une premiere intégration donne,
d K
e =—z+C]
dz n

Une seconde intégration conduit a,
K
vy (2) = %22 + Chiz+ Cy

Les constantes d’intégration sont déterminées a 1’aide des conditions aux limites cinématique. Le fluide
adhere aux parois solides, ce qui impose,

K 2
{vm(a) =0 va(a) = 5o’ + Cra+ G2 =0 (1)
'U:C(_OJ)ZO vz(_a):§a2_cla+02:o (2)
n

En additionnant (1) et (2) on obtient,

K K
7(12 = —202 — CQ = ——az
2n

En soustrayant (1) et (2) on obtient quant alors,

201(1:0 — C1:0

En reportant les valeurs des constantes d’intégration dans I'expression de v,(z), on obtient,
K

ve(2) = 2 (22 - a2)

Ainsi, le profil de vitesse s’écrit,



Soit finalement,

Déterminons maintenant le champ de pression, on a,

dP _ 2nuo
2

dr ~  a
En intégrant par rapport a la variable x, on obtient,

2nvg
-=

P(z) = x+Cs

Avec la condition en x = 0 donne,

P((E:O):PO — P0:C3

On en déduit finalement que le champ de pression s’écrit

2nvg

P(Z‘):P()— o2 x

. On représente le profil du champ de vitesse,
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. Déterminons si ’écoulement est rotationnel ou non, pour cela calculons,

Ov, 81@} ., {3% 8vz] - [avy ﬁvm] .

€ — - e e,
0z or | Y

dy 0z

or y

ﬁAﬁ_[

Comme v, dépend uniquement de la variable z on obtient,

- dvg
VAT=—"¢
dz Y

Passons maintenant au calcul du rotationnel,
Vg d 1 22 2vg
— =— v - = || ===
dz  dz | ° a? a?

Finalement on obtient,

L’écoulement est donc rotationnel.



5. Utilisons la condition aux limites dynamique suivante, le force qu’exerce le fluide sur la plaque supérieure
est donnée par la relation,

- avm’ -
Fﬁuidc%plaquc = _7]5 a_ €x
0z z=a

Soit finalement,

2nSvo
—e

Fﬂuide—>plaque = T

a




